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Intégrales multiples

Exercice 8
1)

2) D est l’ensemble des points (x, y) du plan situés

I « en-dessous » de la droite (BC) ;
I « en-dessous » de la droite (AB) ;
I et « au-dessus » de l’axe des abscisses.

Être « au-dessus » de l’axe des abscisses se traduit par y ≥ 0 .
Déterminons maintenant une équation de la droite (AB) puis de la droite (BC).
(AB) a une équation de la forme

y = ax+ b avec a, b ∈ R.

On a :
a = yA − yB

xA − xB
= 0− 1
−1− 0 = 1.

Donc (AB) a pour équation y = x+ b. Or A ∈ (AB), donc yA = xA + b. Ainsi b = 1 et y = x+ 1 est une équation de
la droite (AB).
Par un raisonnement analogue, on trouve que y = 1− x est une équation de la droite (BC).
Donc être « en-dessous » de (AB) se traduit par y ≤ x+ 1 et être « en-dessous » de (BC) se traduit par y ≤ 1− x .
Donc finalement

D =
{

(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0; y ≤ x+ 1 et y ≤ 1− x
}
.

3) Si on coupe D à « x constant », on doit écrire D sous la forme d’une réunion de deux ensembles disjoints : D1 et
D2.
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On préfèrera donc couper le domaine D à « y constant ».

D se projette sur (Oy) selon [0; 1] et pour tout y ∈ [0; 1], le point de coordonnées (x, y) appartient D si et seulement
si y − 1 ≤ x ≤ 1− y. Ainsi on a :

I =
∫∫

D

(x+ y)2 dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1−y

y−1
(x+ y)2 dx

)
dy

=
∫ 1

0

[
(x+ y)3

3

]x=1−y

x=y−1
dy

=
∫ 1

0

(
1
3 −

(2y − 1)3

3

)
dy

= 1
3

∫ 1

0

(
1− (2y − 1)3) dy

= 1
3

[
y − (2y − 1)4

8

]y=1

y=0

= 1
3

[(
1− 1

8

)
+ 1

8

]
= 1

3 u.v.

Exercice 9

1) D correspond à l’ensemble des points (x, y) du plan situés

I « en-dessous » de la droite (EH) ;
I « en-dessous » de la droite (HG) ;
I « au-dessus » de la droite (FG) ;
I « au-dessus » de l’axe des abscisses.
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Être « au-dessus » de l’axe des abscisses se traduit par y ≥ 0 et être « en-dessous » de la droite (HG) se traduit par
y ≤ 2.
Par un raisonnement analogue à l’exercice précédent on montre que y = x est une équation de (EH) et y = x− 2 est
une équation de (FG). Donc être « en-dessous » de la droite (EH) se traduit par y ≤ x et être « au-dessus » de la
droite (FG) se traduit par y ≥ 2x. On en déduit alors que

D =
{

(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ 2 et x− 2 ≤ y ≤ x
}
.

2) Si on coupe le domaine D « à x constant », on doit écrire D sous la forme d’une réunion de deux ensembles disjoints :
D1 et D2.

On préfèrera donc couper le domaine D à « y constant ».

D se projette sur (Oy) selon [0; 2] et pour tout y ∈ [0; 2], le point de coordonnées (x, y) appartient D si et seulement
si y ≤ x ≤ y + 2. Ainsi on a :
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I =
∫∫

D

(x+ y)2 dxdy =
∫ 2

0

(∫ y+2

y

(x+ y)2 dx
)

dy

=
∫ 2

0

[
(x+ y)3

3

]x=y+2

x=y
dy

=
∫ 2

0

(
2y + 2

3 − (2y)3

3

)
dy

= 1
3

∫ 2

0

(
(2y + 2)3 − (2y)3) dy

= 1
3

[
(2y + 2)4

8 − (2y)4

8

]y=2

y=0

= 1
3

[
64

8 −
44

8 −
24

8

]
= 128

3 u.v.

Exercice 11
3) On effectue le changement de variables en posant x = r cos(θ) et y = r sin(θ) avec r ≥ 0 et θ ∈ [0; 2π[. Dans ce cas
on remplace dxdy par rdrdθ et le domaine D en un domaine ∆. Déterminons le domaine ∆.

{
y ≥ 0
(x− 1)2 + y2 ≤ 1

⇔

{
r sin(θ) ≥ 0
(r cos(θ)− 1)2 + (r sin(θ))2 ≤ 1

⇔

{
r sin(θ) ≥ 0
r2 cos2(θ)− 2r cos(θ) + �1 + r2 sin2(θ) ≤ �1

⇔

{
r sin(θ) ≥ 0
r2(cos2(θ) + sin2(θ))− 2r cos(θ) ≤ 0

⇔

{
r sin(θ) ≥ 0
r2 − 2r cos(θ) ≤ 0 car cos2(θ) + sin2(θ) = 1

⇔

{
r sin(θ) ≥ 0
r(r − 2 cos(θ)) ≤ 0

⇔ r = 0 ou
{

sin(θ) ≥ 0
r − 2 cos(θ) ≤ 0

⇔ r = 0 ou
{

0 ≤ θ ≤ π
2 car si π2 ≤ θ ≤ π on aurait r ≤ 2 cos(θ) ≤ 0 ce qui est absurde !

r ≤ 2 cos(θ)

Donc finalement
∆ =

{
(r, θ) ∈ R2 | 0 ≤ θ ≤ π

2 et 0 ≤ r ≤ 2 cos(θ)
}
.
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Donc

I =
∫∫

D

y dxdy =
∫∫

∆
r sin(θ) rdrdθ

=
∫ π

2

0

(∫ 2 cos(θ)

0
r2 sin(θ) dr

)
dθ

=
∫ π

2

0

[
r3 sin(θ)

3

]2 cos(θ)

0
dθ

=
∫ π

2

0

8 cos3(θ) sin(θ)
3 dθ

= −8
3

∫ π
2

0
cos3(θ) (cos(θ))′ dθ

= −8
3

[
cos4(θ)

4

]θ= π
2

θ=0

= −8
3

[cos4(π2 )
4 − cos4(0)

4

]
= 2

3 u.v.
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